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   ΜΙΑ ΠΡΟΚΛΗΤΙΚΗ ∆ΙΧΟΤΟΜΗΣΗ.     
 

   ∆ίνεται τρίγωνο ∆ ABC  και έστω AD  το ύψος του. Έστω ),(),( LK  οι κύκλοι µε διάµετρο ACAB,  

αντιστοίχως και ας είναι ,, ZE  δύο τυχόντα σηµεία τους ώστε να είναι AZAE = και έστω τα σηµεία 

)(LX ≡ ∩EZ  και )(KY ≡ ∩ ,EZ  µεταξύ των ., ZE  Αποδείξτε ότι η ευθεία που συνδέει τα σηµεία έστω 

BZP ≡ ∩CE και BYQ ≡ ∩ ,CX  περνάει από το µέσον M του τµήµατος .EZ        

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Η πρόταση αυτή έχει δηµοσιευτεί στο φόρουµ mathematica.gr και είναι εµπνευσµένη από την 

ανάγνωση της απόδειξης άλλου προβλήµατος στο ίδιο φόρουµ, που δόθηκε από τον Στάθη Κούτρα. 

     https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=185&t=59957  

Όπως είναι γνωστό, τίποτα δεν έρχεται ουρανοκατέβατο αλλά συσχετίζεται µε κάτι που έχουµε 

ξαναδεί, συνδυάζεται πιθανόν µε την ιδέα που µας κεντρίζει το ενδιαφέρον διαβάζοντας κάποια 

απόδειξη άλλου λύτη και προκύπτει έτσι, ένα καινούριο αποτέλεσµα ως πρόταση. 

Στον παραπάνω σύνδεσµο, ο αναγνώστης θα βρει επίσης µία άλλη συνθετική απόδειξη της πρότασης, 

που οφείλεται στον Στάθη Κούτρα. 
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   ΜΙΑ ΠΡΟΚΛΗΤΙΚΗ ∆ΙΧΟΤΟΜΗΣΗ.     
 

   ∆ίνεται τρίγωνο ∆ ABC  και έστω AD  το ύψος του. Έστω ),(),( LK  οι κύκλοι µε διάµετρο ACAB,  

αντιστοίχως και ας είναι ,, ZE  δύο τυχόντα σηµεία τους ώστε να είναι AZAE = και έστω τα σηµεία 

)(LX ≡ ∩EZ  και )(KY ≡ ∩ ,EZ  µεταξύ των ., ZE  Αποδείξτε ότι η ευθεία που συνδέει τα σηµεία έστω 

BZP ≡ ∩CE και BYQ ≡ ∩ ,CX  περνάει από το µέσον M του τµήµατος .EZ        

 

 

     ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. 

¥  Έστω το σηµείο EBW ≡ ∩ ZC  και από 

AZEAEZZEB ∠−°=∠−°=∠ 9090   

προκύπτει EZCZEB ∠=∠   ,(1) και άρα, το 

σηµείο W ανήκει στην µεσοκάθετη ευ- 

θεία του .EZ   

Έστω ,N  το σηµείο τοµής της ευθείας 

,AW από την µεσοκάθετη ευθεία της 

πλευράς BC  του δοσµένου τριγώνου 

∆ .ABC  

¥   Με κέντρο το N και ακτίνα  ,NCNB =  

γράφουµε τον κύκλο έστω )(N  ο οποίος 

τέµνει τους ),(),( KL  στα σηµεία ,,TS α- 

ντιστοίχως. 

Σύµφωνα µε το παρακάτω Λήµµα 1 

έχουµε ότι τα σηµεία SXB ,,  και οµοίως  

τα σηµεία ,,, TYC  είναι συνευθειακά. 

Έστω το σηµείο BTR ≡ ∩CS  το οποίο 

ανήκει  στην ευθεία ,AD  ως  ριζικό κέντρο 

των κύκλων ).(),(),( NLK  

¥ Έχουµε διαµορφώσει έτσι, το τετράπλευρο ,BCTS εγγεγραµµένο στον κύκλο )(N και σύµφωνα µε 

το παρακάτω Λήµµα  2, προκύπτει ότι το σηµείο έστω BSV ≡ ∩CT  ανήκει στην ευθεία ,AN  λόγω του 

,A  ως σηµείου τοµής  της ευθείας BCRD ⊥  από  τον περίκυκλο του τριγώνου ∆ ,RST  αφού  το τε- 

τράπλευρο ASRT είναι εγγράψιµο από SCSRAS ≡⊥  και .TBTRAT ≡⊥  

Θεωρούµε τις δέσµες ,.EXMCB ZYMBC. τώρα, οι οποίες έχουν την CBBC ≡  ως κοινή οµόλογη ακτί- 

να τους και συνευθειακά, τα σηµεία τοµής των υπολοίπων ζευγών οµολόγων ακτίνων τους. 

BEW ≡( ∩CZ  και  BXV ≡ ∩CY  και  BMM ≡ ∩ ).CM  

Άρα, οι δέσµες αυτές έχουν ίσους ∆ιπλούς λόγους και εποµένως, ισχύει ).().( ZYMBCEXMCB =    ,(2) 

Αλλά, ).().( EXMBCEXMCB =    ,(3)  και  ).().( ZYMCBZYMBC =    ,(4)  

Από  (2), (3), (4) ⇒ ).().( EXMBCZYMCB =    ,(5) 

Από  (5)  και  επειδή  οι δέσµες ,.ZYMCB EXMBC.  έχουν  την CBBC ≡  ως  κοινή  ακτίνα  τους, 
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συµπεραίνεται ότι τα σηµεία  BZP ≡ ∩CE  και  BYQ ≡ ∩CX  και  BMM ≡ ∩ ,CM  είναι συνευθειακά  

και το ζητούµενο έχει αποδειχθεί. 

 

    ΛΗΜΜΑ  1.    
 

    ∆ίνεται τρίγωνο ∆ ABC  και έστω AD  το ύψος του. Έστω ),(),( LK  οι κύκλοι µε διάµετρο ACAB,  

αντιστοίχως και ας είναι ,, ZE  δύο τυχόντα σηµεία τους ώστε να είναι AZAE = και έστω τα σηµεία 

)(LX ≡ ∩EZ  και )(KY ≡ ∩ ,EZ  µεταξύ των ., ZE  Η µεσοκαθετη ευθεία του ,EZ  τέµνει την µεσο-

καθετη ευθεία της πλευράς ,BC  στο σηµείο έστω N και ας είναι ,,TS τα σηµεία τοµής των κύκλων 

)(),( KL  αντιστοίχως, από τον κύκλο έστω ),(N  µε κέντρο το σηµείο N  και ακτίνα .NCNB =  

Αποδείξτε ότι τα σηµεία SXB ,,  ( οµοίως, τα TYC ,,  ), είναι συνευθειακά.  

 

 
 

     ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. 

Από το εγγράψιµο στον κύκλο )(N  τετράπλευρο BCTS έχουµε 
2

BNC
BSC

∠
=∠    ,(1) 

Αρκεί να αποδειχθεί ότι ισχύει και 
2

BNC
XSC

∠
=∠    ,(2) 

Στον κύκλο )(L  έχουµε MAEMAZXZCXSC ∠=∠=∠=∠    ,(3)  λόγω MAXZ ⊥  και .AZZC ⊥  

Έστω τα σηµεία )(NM ≡′ ∩ AN και )(NF ≡ ∩ .MC ′  

Ισχύει ANMC ⊥′  και FMCM ′=′    ,(4)  λόγω της ,AN  ως ευθείας της διαµέτρου του κύκλου ).(N  

Από (4)  και MZME = και EZCF //  τώρα, προκύπτει ότι το τετράπλευρο EZCF είναι ισοσκελές  

τραπεζιο και άρα, ισχύει EZCZEF ∠=∠    ,(5) 

Από (5) και ZEBEZC ∠=∠ ⇒ ZEBZEF ∠=∠    ,(6) και εποµένως, τα ,,, FBE  είναι συνευθειακά. 

Ισχύει τώρα, BCFCBFMDAAEDMAE ∠+∠=′∠+∠=∠    ,(7)  ( από εγγράψιµα CMADAEBD ′, ). 

Αλλά, 
222

BNCFNBFNC
BCFCBF

∠
=

∠
+

∠
=∠+∠    ,(8) 

Από (3), (7), (8) ⇒ (2) και το Λήµµα  1 έχει αποδειχθεί. 
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    ΛΗΜΜΑ  2.    
 

    ∆ίνεται τετράπλευρο ABCD  εγγεγραµµένο σε κύκλο )(O και έστω τα σηµεία ADE ≡ ∩BC  και 

ACP ≡ ∩ .BD  Η δια του σηµείου P  κάθετη ευθεία επί την ,AB  τέµνει τον περίκυκλο του τριγώνου 

∆ ,PCD  στο σηµείο .Q  Αποδείξτε ότι η ευθεία EQ  περνάει από το κέντρο O  του κύκλου ).(O   

 

 
 

    ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. 

¥  Ορίζουµε το σηµείο ,Q  ως το σηµείο τοµής της ευθείας ,EO  από τον περίκυκλο έστω )(K του τρι- 

γώνου ∆ PCD και αρκεί ως ισοδύναµο ζητούµενο να αποδειχθεί ότι ισχύει .ABPQ ⊥  

Έστω το σηµείο  ABZ ≡ ∩CD  και ας είναι ,,YX  τα σηµεία τοµής του κύκλου ),(O  από την ευθεία 

,ZP  µε το  X  έστω µεταξύ των ., PZ  

Η ευθεία ,ZP ταυτίζεται µε την Πολική ευθεία του σηµείου E ως προς τον κύκλο )(O και εποµένως, 

είναι κάθετη επί την EO και έστω το σηµείο EOT ≡ ∩ .ZP   

¥  Η σηµειοσειρά YPXZ ,,,  τώρα, είναι αρµονική και το T ταυτίζεται µε το µέσον του ,XY  λόγω  

.XYOT ⊥  

Ισχύει : ))(())(( ZTZPZYZX =    ,(1)  γνωστό αποτέλεσµα στα αρµονικά συζυγή. (*)  

Από (1)  και ))(())(( ZCZDZYZX = ⇒ ))(())(( ZCZDZTZP =    ,(2)  και εποµένως, το σηµείο T  ανήκει 

στον κύκλο ).(K   

¥  Ισχύει : PQTPDT ∠=∠    ,(3)  και CPTCABAPZCABAZT ∠−∠=∠−∠=∠    ,(4)   

Από (4) και CDPCAB ∠=∠ και CDTCPT ∠=∠  προκύπτει PDTAZT ∠=∠    ,(5)   

Από (3), (5) ⇒  PQTAZT ∠=∠     ,(6)   

Από ,(6)  και ZTQT ⊥ ⇒ ABZAQP ≡⊥ και το ισοδύναµο ζητούµενο για το Λήµµα 2 έχει 

αποδειχθεί.  

 


