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    ΟΡΘΟΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΑ ΤΡΙΓΩΝΟΥ   

 

    Ότι περιγράφεται στα επόµενα, είναι αναπαραγωγή για την ιστοσελίδα, εργασίας που είχα ετοιµάσει 

και στείλει στο περιοδικό ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ, του Παραρτήµατος της Ελληνικής Μαθηµατικής Εταιρείας, 

στην Βέροια τον Μάϊο του 2005, µε την προσθήκη σχετικής πρότασης ( ΠΡΟΤΑΣΗ 4 ) που δηµοσιεύτηκε 

τον Αύγουστο του 2007 στο φόρουµ AoPS, από τον Omid Hatami, από το ΙΡΑΝ. 

 

 

 

    Στη  βιβλιογραφία  υπάρχουν  αποδεικτικές προτάσεις, µερικές  των οποίων είναι γνωστά  

“επώνυµα” θεωρήµατα, που αφορούν σε κατηγορίες σχηµάτων που κατασκευάζονται επί των πλευρών 

ενός τριγώνου, προς το εξωτερικό, ή το εσωτερικό µέρος αυτού. 
 
     Προτάσεις ως άνω, µε ισόπλευρα ή όµοια ισοσκελή τρίγωνα,  περιλαµβάνονται στο πλήθος εκείνο 

που θα µπορούσε να ονοµαστεί  Γεωµετρία προτάσεων τύπου  Steiner, ή για συντοµία, Γεωµετρία  

Steiner. 
 
     Με τον ίδιο τρόπο, η  Γεωµετρία Vecten  περιλαµβάνει το πλήθος των προτάσεων που αφορούν 

σε τετράγωνα ή ορθογώνια παραλληλόγραµµα, επί των πλευρών ενός τριγώνου και τέτοιες προτάσεις 

εξετάζονται παρακάτω, πρωτοεµφανιζόµενες (;) στην Ελληνική βιβλιογραφία. 
 
     Εντόπισα  όµως  στο  διαδίκτυο   http://forumgeom.fau.edu  ( νοιώθοντας  ευχάριστη  έκπληξη ),  

σχετικό  άρθρο ( τόµος  2003, σελιδες 145  έως 159 ), του  συµπατριώτη µας Νίκου  ∆εργιαδέ  ( κοινή  

δηµοσίευση  µε  Flour van Lamoen ), όπου ο αναγνώστης θα βρει αρκετά  ενδιαφέροντα θέµατα 

Γεωµετρίας Vecten. Οι αποδείξεις που δίδονται, βασίζονται στη θεωρία των Βαρυκεντρικών 

Συντεταγµένων και είναι µία ωραία πρόκληση να προσπαθήσει κάποιος την απόδειξή τους, µε την 

Kλασσική Γεωµετρία.  
 
     Μερικές από τις προτάσεις που υπάρχουν στο άρθρο αυτό, αποδεικνύονται εδώ µε τα εφόδια της 

σχολικής ( της εκτεταµένης έστω )  Γεωµετρίας. Υπάρχουν επίσης και µερικές καινούργιες.  
 
     Η παρούσα εργασία αφιερώνεται σε ένδειξη τιµής στον εξαίρετο Γεωµέτρη Νίκο ∆εργιαδέ, ο 

οποίος τιµά την πατρίδα µας µε τις δηµοσιευµένες εργασίες του σε ξένα περιοδικά και µας γεµίζει µε 

χαρά και υπερηφάνεια. Του εύχοµαι ολόψυχα να είναι πάντα παραγωγικός  σε  νέες  ιδέες  στη  

γεωµετρία. 

 

     ΛΙΓΑ ΛΟΓΙΑ ΓΙΑ ΤΟΝ ΝΙΚΟ ∆ΕΡΓΙΑ∆Ε  

     Ο Νίκος ∆εργιαδές ζει και δηµιουργεί στην Θεσσαλονίκη, όπου 

γενήθηκε και είναι απόφοιτος του Μαθηµατικού Τµήµατος του 

Πανεπιστηµίου  Θεσσαλονίκης, στο  Πειραµατικό  Σχολείο του οποίου 

υπηρέτησε ως καθηγητής Μαθηµατικών.  

     Είναι συγγραφέας πλείστων εργασιών µε γεωµετρικά θέµατα και όχι  

µόνο, δηµοσιευµένα  σε ελληνικά και ξένα περιοδικά και γνωστός 

δυνατός λύτης προβληµάτων σε γεωµετρικά δρώµενα µέσω 

∆ιαδικτύου. 

     Ο Νίκος Ιωσηφίδης, φίλος και  συµφοιτητής του στο Πανεπιστήµιο, 

µου  είπε κάποτε: Ο Νίκος ∆εργιαδές  είναι µεγάλο µυαλό  και  το  ότι  δεν  είναι  διάσηµος  ευρύτερα,  

οφείλεται στην σεµνότητα και την ταπεινοφροσύνη του. 

     Η αρχειοθέτηση των γραπτών του σε έντυπη ή ηλεκτρονική µορφή, προσβάσιµη στον ενδια-

φερόµενο αναγνώστη, θα ήταν µεγάλο ευτύχηµα. 

 



 2

   ΟΡΘΟΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΑ ΤΡΙΓΩΝΟΥ – ΠΡΟΤΑΣΗ 1 

Με βάσεις τις πλευρές τριγώνου ABC△  και  προς το εξωτερικό µέρος αυτού, κατάσκευάζουµε  

τυχόντα  ορθογώνια  παραλληλόγραµµα  ,ABDE  ,ACFZ  BCKL  και έστω τα σηµεία 

,A EK ZL′ ≡ ∩  ,B ZL DF′ ≡ ∩  .C DF EK′ ≡ ∩  Αποδείξτε  ότι  οι ευθείες  ,AA′  ,BB′  CC′  
τέµνονται στο ίδιο σηµείο.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    1η ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  

    Θεωρούµε τους κύκλους ( ),X  ( ),Y  ( ),T  τους περιγεγραµµένους αντιστοίχως περί τα ορθογώνια 

παραλληλόγραµµα ,ABDE  ,ACFZ  και .BCKL    

    Αποδεικνύεται εύκολα ότι το δεύτερο σηµείο τοµής   των κύκλων ( ),X  ( ),Y   έστω ,A′′   κείται επί  

της ευθείας .DF  

    Πράγµατι από τα εγγράψιµα τετράπλευρα AA BD′′  και ,AA CF′′  έχουµε  90AA D ABD′′∠ = ∠ = °  

και  90AA F ACF′′∠ = ∠ = °  οπότε τα σηµεία ,D ,A′′  ,F   είναι συνευθειακά  και .AA DF′′ ⊥  

    Οµοίως αποδεικνύεται ότι BB EK′′ ⊥  και  ,CC ZL′′ ⊥  όπου  ( ) ( )B X T′′ ≡ ∩  και  ( ) ( ).C Y T′′ ≡ ∩   

    Οι ευθείες τώρα ,AA′′  ,BB′′  ,CC′′  ,′′ΓΓ  είναι ριζικοί άξονες των τεµνοµένων ανά δύο, τριών ως 

άνω κύκλων  και άρα συντρέχουν στο ίδιο σηµείο, έστω ,Ρ  που είναι το ριζικό τους κέντρο. 
 
    Αποδεικνύεται δηλαδή ότι οι εκ των κορυφών ,A  ,B  C  του τριγώνου ,ABC△  κάθετες ευθείες 

,AA′′  ,BB′′  ,CC ′′   επί των πλευρών αντιστοίχως ,B C′ ′  ,A C′ ′  A B′ ′   του τριγώνου ,A B C′ ′ ′△  τέµνονται 

στο ίδιο σηµείο.  
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   Σύµφωνα µε το παρακάτω γνωστό Λήµµα 1, προκύπτει ότι και οι εκ των κορυφών του A B C′ ′ ′   
κάθετες ευθείες  επί  των  πλευρών ,BC  ,AC  AB  του ABC△  αντιστοίχως τέµνονται στο  ίδιο σηµείο 

( τρίγωνα ορθολογικά ) και θα  αποδειχθεί  ότι  το σηµείο στο οποίο  συντρέχουν, ταυτίζεται µε  το 

σηµείο .P   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

●  Παρατηρούµε  ότι ο  κύκλος ( )T  διέρχεται  δια των  σηµείων ,B′′  ,C′′   κορυφών  του τριγώνου 

B PC′′ ′′  και  τέµνει τις πλευρές ( τις προεκτάσεις τους ) ,PB′′  ,PC′′   στα  σηµεία ,B  ,C  αντιστοίχως.   

    Εποµένως, σύµφωνα  µε το παρακάτω γνωστό  επίσης  Λήµµα 2,  η  ευθεία   που  συνδέει  το  κέ- 

ντρο του περικύκλου του τριγώνου B PC′′ ′′△ , µε την κορυφή του ,P  είναι κάθετη επί την ευθεία .BC   

    Επειδή  τώρα  η A P′  είναι  διάµετρος αυτού του  κύκλου λόγω του εγγραψίµου τετραπλεύρου 

A B PC′ ′′ ′′  ( από 90A B P A C P′ ′′ ′ ′′∠ = ° = ∠  ), συµπεραίνουµε ότι A P BC′ ⊥   και οµοίως αποδεικνύεται 

ότι ισχύει B P AC′ ⊥  και .C P AB′ ⊥   
 
    Έχει αποδειχθεί µέχρι τώρα, ότι τα τρίγωνα ,ABC△  A B C′ ′ ′△   είναι ορθολογικά και ότι τα 

ορθοπολικά τους σηµεία συµπίπτουν, ως ταυτιζόµενα  µε το σηµείο .P  

    Σύµφωνα µε το παρακάτω γνωστό Λήµµα 3, προκύπτει ότι  τα τρίγωνα αυτά είναι και προοπτικά, 

οπότε οι ευθείες ,AA′  ,BB′  ,CC′  τέµνονται στο ίδιο σηµείο και το ζητούµενο  έχει αποδειχθεί.  
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    ΛΗΜΜΑ  1 - ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΩΝ ΟΡΘΟΛΟΓΙΚΩΝ ΤΡΙΓΩΝΩΝ 

∆ίνονται δύο τρίγωνα  ABC△  και  A B C′ ′ ′  και έστω ότι οι δια των σηµείων  ,A  ,B  ,C  κάοετες 

ευθείες επί των ευθειών των πλευρών ,B C′ ′  ,A C′ ′  A B′ ′  του τριγώνου A B C′ ′ ′△  αντιστοίχως, 

τέµνονται στο ίδιο σηµείο, έστω το .M   Αποδείξτε ότι και οι δια των σηµείων ,A′  ,B′  ,C′  

κάθετες ευθείες επί των ευθειών των πλευρών ,BC  ,AC  AB  του τριγώνου ABC△  αντιστοίχως, 

τέµνονται στο ίδιο σηµείο, έστω το .N  

 

 

     ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

     Η πρόταση αυτή είναι γνωστή από την βιβλιο-

γραφία και η γνωστή επίσης απόδειξή της όπως 

περιγράφεται παρακάτω, δεν είναι απαραίτητη για 

την  υποστήριξη  της  τεκµηρίωσης  στην  απόδει-

ξη του αρχικού προβλήµατος ( ΠΡΟΤΑΣΗ 1 ). 

     Ο λόγος που εµφανίζεται εδώ είναι επειδή ήταν 

επιθυµία µου να διατηρήσω το κείµενο όπως είναι 

γραµµένο σε σχετική εργασία που έστειλα το 2004 

στο περιοδικό  ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ,  του παραρτήµατος 

της ΕΜΕ στην Βέροια.  
 
 •  Έστω ,M  το  σηµείο  τοµής  των δια των ,A  

,B  ,C   καθέτων ευθειών επί των πλευρών  ,B C′ ′  

,A C′ ′ A B′ ′ , του τριγώνου A B C′ ′ ′αντιστοίχως και 

,D ,E ,Z τα σηµεία τοµής των µε αυτές. 
 
 

     Σύµφωνα  µε  το  θεώρηµα  Carnot ισχύει: 

2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )DB EC ZA DC EA ZB′ ′ ′ ′ ′ ′+ + = + +    (1)  

•  Από το ορθογώνιο τρίγωνο ADB′△  έχουµε 2 2 2( ) ( ) ( )DB AB AD′ ′= −    (2)  και οµοίως: 

2 2 2( ) ( ) ( )EC BC BE′ ′= −    (3)   και  2 2 2( ) ( ) ( )ZA CA CZ′ ′= −    (4)   και 2 2 2( ) ( ) ( )DC AC AD′ ′= −    (5)  

2 2 2( ) ( ) ( )EA BA BE′ ′= −     (6)   και  2 2 2( ) ( ) ( )ZB CB CZ′ ′= −    (7)  

Από (1), (2),  ..., (7)  ⇒   2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )AB BC CA AC BA CB′ ′ ′ ′ ′ ′+ + = + +    (8)  

•   Έστω ,D′  ,E′  ,Z ′   οι προβολές των ,A′  ,B′  ,C′   επί των πλευρών ,BC  ,AC  AB  του τριγώνο 

ABC△  αντιστοίχως και θα αποδειχθεί ότι οι ευθείες ,A D′ ′  ,B E′ ′  ,C Z′ ′   είναι συντρέχουσες. 

Από το ορθογώνιο τρίγωνο AEB′△  έχουµε 2 2 2( ) ( ) ( )AB E A B E′ ′ ′ ′= +    (9)  και οµοίως: 

2 2 2( ) ( ) ( )BC Z B C Z′ ′ ′ ′= + (10)  και 2 2 2( ) ( ) ( )CA D C A D′ ′ ′ ′= +  (11)  και 2 2 2( ) ( ) ( )AC Z A C Z′ ′ ′ ′= +   (12)  

2 2 2( ) ( ) ( )BA D B A D′ ′ ′ ′= +  (13)  και 2 2 2( ) ( ) ( )CB E C B E′ ′ ′ ′= +  (14)  

Από (8), (9),  ..., (14)  ⇒   2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )D B E C Z A D C E A Z B′ ′ ′ ′ ′ ′+ + = + +    (15)  

•   Από την (15),  σύµφωνα µε το αντίστροφο του Θεωρήµατος Carnot, συµπεραίνεται ότι οι ευθείες 

,A D′ ′  ,B E′ ′  ,C Z′ ′  τέµνονται στο ίδιο σηµείο έστω N  και το Λήµµα 1 έχει αποδειχθεί. 
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•  Τα τρίγωνα ,ABC△  και A B C′ ′ ′△  ονοµάζονται Ορθολογικά τρίγωνα και τα σηµεία  ,M  ,N   

Ορθοπολικά σηµεία του ενός τριγώνου ως προς το άλλο ( π.x. το σηµείο M  είναι το Ορθοπολικό  

σηµείο του ABC△  ως  προς το A B C′ ′ ′  κ.ο.κ. ).   

 

 

   ΛΗΜΜΑ  2  

Με χορδή την πλευρά BC  δοσµένου τριγώνου ,ABC△  γράφουµε τυχόντα κύκλο ( )L  ο οποίος 

τέµνει τις ευθείες των πλευρών  ,AB  AC  στα σηµεία ,D  ,E  αντιστοίχως.  Αποδείξτε ότι 

,KA DE⊥  όπου K  είναι το κέντρο του περικύκλου ( )K  του  .ABC△  

   

   

    ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Γνωστό επίσης από την βιβλιογραφία το Λήµµα 2 και η 

απλή  απόδειξή  του, η  οποία µπορεί  να  παραλείπεται στην 

τεκµηρίωση επίλυσης γεωµετρικού προβλήµατος. 

Εµφανίζεται εδώ, για τον ίδιο λόγο όπως και στο Λήµµα 1. 

•   Από εγγράψιµο τετράπλευρο BCED  έχουµε: 

BCA EDA ω∠ = ∠ = ∠     (1)  

    Φέρνουµε την ευθεία ( ),ε  εφαπτοµένη του κύκλου ( )K  

στο σηµείο A    και  έχουµε  BAZ BCA ω∠ = ∠ = ∠      (2)  

Από  (1),  (2)  ⇒  BAZ EDA ω∠ = ∠ = ∠  ⇒  ( )DE ε�  και 

επειδή ισχύει  ( )AK ε⊥  συµπεραίνεται ότι  AK DE⊥  και 

το Λήµµα 2 έχει αποδειχθεί. 

     Με παρόµοιο  τρόπο  αποδεικνύεται  ότι ισχύει και  

,AK D E′ ′⊥    όπου  ,D′  E′   είναι  τα  σηµεία  τοµής των 

προεκτάσεων των ευθείων των πλευρών ,AB  AC   

αντιστοίχως, από τυχόντα  κύκλο ( )L′   χορδής .BC  

 

 

     ΣΗΜΕΙΩΣΗ 

Οι  ευθείες  ως άνω ,DE  ,D E′ ′ ονοµάζονται  Αντιπαράλληλες  ευθείες  της ευθείας ,BC  ως  προς τις  

ευθείες της  γωνίας .A∠   Η βασική ιδιότητα δύο αντιπαράλληλων ευθειών, είναι  η  ισογωνιότητα των  

οµόλογων ευθειών τους δια της κορυφής της αντίστοιχης γωνίας. 

Εάν για παράδειγµα θεωρήσουµε τις κάθετες ευθείες δια της κορυφής A  της γωνίας A∠  στο ως άνω 

σχήµα, επί  των  αντιπαράλληλων  ευθειών ,BC  ,DE  οι  ευθείες  αυτές είναι  ισογώνιες  ως  προς την 

γωνία .A∠  

Το ίδιο ισχύει για τις διαµέσους των τριγώνων ,ABC△  ,AED△  κ.ο.κ. και η ισογωνιότητά τους  

προκύπτει άµεσα από την οµοιότητα των ίδιων τριγώνων, µε κοινή την γωνία .A∠   
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   ΛΗΜΜΑ  3 

   ∆ίνεται τρίγων ,ABC△  τυχόν σηµείο P  στο εσωτερικό του και έστω  ,D  ,E  Z  αντιστοίχως, οι 

προβολές του  P  επί των πλευρών  ,BC  ,AC  .AB   Από τυχόν σηµείο A′  επί της ευθείας ,PD  

φέρνουµε τις κάθετες ευθείες επί των ,PC  PB  και έστω ,B′  C ′  τα σηµεία τοµής των 

αντιστοίχως, µε τις ευθείες ,PE  .PZ  Αποδείξτε ότι:  

   α)  Η ευθεία B C′ ′  είναι κάθετη επί την  .PA   

   β)  Οι ευθείες ,AA′  ,BB′  ,CC′  τέµνονται στο ίδιο σηµείο.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

       

 

 

 

 

 

 

 

 
       ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

●  Εκ κατασκευής έχουµε τις ευθείες ,A D′  ,B E′  ,C Z′   δια  των  κορυφών ,A′  ,B′  C′   του τριγώνου  

,A B C′ ′ ′△   κάθετες  αντιστοίχως  επί  των  πλευρών ,BC  ,AC  AB  του τριγώνου ABC△  και  οι οποίες  

συντρέχουν  στο σηµείο .P  
 
     Άρα και οι δια των σηµείων ,A  ,B  C   κάθετες ευθείες αντιστοίχως επί των πλευρών  ,B C′ ′  ,A C′ ′   

A B′ ′ του  τριγώνου ,A B C′ ′ ′△   θα  είναι  συντρέχουσες (  Λήµµα 1 ). 
 
     Ήδη  όµως οι  δια των σηµείων  ,B  C   κάθετες ευθείες επί των ,A C′ ′  A B′ ′   αντιστοίχως, διέρ-

χονται  εκ  κατασκευής  δια  του  σηµείου  .P   Εποµένως  και  η  διά  του σηµείου  A   κάθετη  ευθεία  

επί την ,B C′ ′  διέρχεται  δια  του  P  και το (α) ζητούµενο έχει αποδειχθεί. 
 
●   Θα αποδείξουµε τώρα, ότι οι ευθείες ,AA′  ,BB′  και  ,CC ′  τέµνονται στο ίδιο σηµείο. 
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•    Έστω  τα  σηµεία  ,T BC B C′ ′≡ ∩   ,Y AC A C′ ′≡ ∩   X AB A B′ ′≡ ∩   και  αρκεί, σύµφωνα  µε  το 

 Θεώρηµα Desarques, να αποδειχθεί ότι τα σηµεία  αυτά  είναι  συνευθειακά. 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     Στο τρίγωνο ABC△  εφαρµόζουµε το Θεώρηµα του Μενελάου, µε διατέµνουσες διαδοχικά τις 

ευθείες ,B C′ ′  ,A C′ ′  A B′ ′   και έχουµε: 

     Με  διατέµνουσα  την B C′ ′   ⇒   1
TB E C Z A

TC E A Z B

′′ ′
⋅ ⋅ =

′′ ′
  ⇒   

TB E A Z B

TC E C Z A

′′ ′
= ⋅

′′ ′
   (1)  

     Με  διατέµνουσα  την A C′ ′   ⇒   1
YC Z A D B

YA Z B D C

′′ ′
⋅ ⋅ =
′′ ′

  ⇒   
YC Z B D C

YA Z A D B

′′ ′
= ⋅

′′ ′
   (2)  

     Με  διατέµνουσα  την A B′ ′   ⇒  1
XA D B E C

XB D C E A

′′ ′
⋅ ⋅ =

′′ ′
  ⇒   

XA D C E A

XB D B E C

′′ ′
= ⋅

′′ ′
  (3)  

     Από (1), (2), (3)  ⇒   
TB YC XA E A D C Z B E A D C Z B

TC YA XB E C D B Z A E C D B Z A

′ ′ ′ ′′ ′′ ′′   ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅   ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′   
    (4)  

     Αρκεί τώρα, να αποδειχθεί ότι το δεύτρο µέλος της (4)  ισούται µε 1. 

•   Έστω τα σηµεία  Q PA B C′ ′≡ ∩  και R PB A C′ ′≡ ∩  και  .S PC A B′ ′≡ ∩  

Από τα τετράπλευρα ,EE QP′′ ,ZZ QP′  εγγράψιµα γιατί έχουν δύο απέναντι γωνίες τους ορθές, έχουµε: 

( )( ) ( )( )E A EA QA PA′′ =    (5)   και   ( )( ) ( )( )Z A ZA QA PA′ =     (6)  

Από  (5),  (6)  ⇒   ( )( ) ( )( )E A EA Z A ZA′′ ′=   ⇒    
E A ZA

Z A EA

′′
=

′
   (7)  



 8

Οµοίως, από τα εγγράψιµα τετράπλευρα  ,DD SP′′  EE SP′  προκύπτει 
D C EC

E C DC

′′
=

′
   (8)  

Οµοίως, από τα εγγράψιµα τετράπλευρα  ,ZZ RP′′  DD RP′  προκύπτει  
Z B DB

D B ZB

′′
=

′
   (9)  

Από  (7),  (8),  (9)  ⇒    
E A D C Z B EC DB ZA

E C D B Z A EA DC ZB

′′ ′′ ′′
⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

′ ′ ′
     (10)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

●  Από  όµοια  ορθογώνια  τρίγωνα ,PEC△  ,B EE′ ′△    ( γιατί έχουν ECP EB E′ ′∠ = ∠  )  

και  ,PEA△  B EE′ ′′△    ( γιατί έχουν  PAE EB E′ ′′∠ = ∠  )   προκύπτει  ότι: 

EE EB

PE EC

′ ′
=   ⇒   

EB
EE PE

EC

′
′ = ⋅    (11)    και    

EE EB

PE EA

′′ ′
=    ⇒    

EB
EE PE

EA

′
′′ = ⋅     (12)  

Από (11), (12)  ⇒  
EE EA

EE EC

′
=

′′
 ⇒  

EE EE

EA EC

′ ′′
=  ⇒  

EE EA EE EC

EA EC

′ ′′+ +
=  ⇒  

E A EA

E C EC

′
=

′′
   (13)  

Οµοίως, αποδεικνύεται ότι ισχύει και  
D C DC

D B DB

′
=

′′
   (14)   και   

Z B ZB

Z B ZA

′
=

′′
   (15)  

                            Από  (13), (14), (15)  ⇒   
E A D C Z B EA DC ZB

E C D B Z A EC DB ZA

′ ′ ′
⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

′′ ′′ ′′
   (16)  
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Από  (10),  (16)   ⇒   1
E A D C Z B E A D C Z B

E C D B Z A E C D B Z A

′′ ′′ ′′ ′ ′ ′   ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =   ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′   
    (17)  

Από  (4),  (17)  ⇒   1
TB YC XA

TC YA XB
⋅ ⋅ =   και άρα, σύµφωνα µε το Θεώρηµα Μενελάου, συµπεραίνεται  

ότι τα σηµεία  ,T  ,Y  X  είναι συνευθειακά και το ισοδύναµο ζητούµενο για το Λήµµα 3 έχει 

αποδειχθεί. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αποδείχθηκε δηλαδή, ότι τα ορθολογικά τρίγωνα ,ABC△  ,A B C′ ′ ′△  των οποίων τα ορθοπολικά σηµεία 

συµπίπτουν, ταυτιζόµενα εδώ µε το σηµείο  ,P  είναι και προοπτικά µε .AA BB CC M′ ′ ′∩ ∩ ≡  

 

     ΣΗΜΕΙΩΣΗ 

Το Λήµµα 3 προέκυψε κατά την προσπάθεια απόδειξης της  ΠΡΟΤΑΣΗΣ 1  και είναι γνωστό ως προς 

ξένη  βιβλιογραφία, όπως έχω διαπιστώσει τα τελευταία δεκαπέντε χρόνια που  συµµετέχω  διαδι- 

κτυακά σε γεωµετρικά δρώµενα. 

Ως προς την ελληνική βιβλιογραφία όµως που έχω υπόψη µου, το έχει ανακαλύψει και πρώτος έχει 

δηµοσιεύσει, ο Νίκος Κυριαζής (  ΝΕΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ, τεύχος 2, σελίδα 11, Αυτοέκδοση, 

Θεσσαλονίκη 1996 ), µε την ακόλουθη εκφώνηση: 

Εάν τα Ορθοπολικά Σηµεία δύο Ορθολογικών τριγώνων συµπίπτουν, τότε τα τρίγωνα αυτά είναι 

και Προοπτικά ( ή Οµολογικά όπως επίσης λέγονται ).  
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   ΟΡΘΟΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΑ ΤΡΙΓΩΝΟΥ – ΠΡΟΤΑΣΗ 1 

Με βάσεις τις πλευρές τριγώνου ABC△  και  προς το εξωτερικό µέρος αυτού, κατάσκευάζουµε  

τυχόντα  ορθογώνια  παραλληλόγραµµα  ,ABDE  ,ACFZ  BCKL  και έστω τα σηµεία 

,A EK ZL′ ≡ ∩  ,B ZL DF′ ≡ ∩  .C DF EK′ ≡ ∩  Αποδείξτε  ότι  οι ευθείες  ,AA′  ,BB′  CC′  
τέµνονται στο ίδιο σηµείο.   

 
 
 

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    2η ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

    Στο   έστω ,N  το  σηµείο τοµής των δια  των κορυφών  ,B  C   καθέτων ευθειών, επί των ,DL  

,FK  αντιστοίχως. 
 

    Έστω ,A′′  το  σηµείο  τοµής  των δια των  ,K  L   καθέτων ευθειών επίσης επί  των  ,KF  ,LD    και 

ας είναι ,B′′  ,C′′   τα σηµεία  ώστε τα ANB Z′′ και ,ANC E′′   να  είναι  παραλληλόγραµµα.  

    Συγκρίνουµε  τα  τρίγωνα ,BNC△  και .LA K′′△   Είναι ίσα γιατί έχουν ,NB A L′′�  NC A K′′�   και  

BC LK=�  και  εποµένως, τα ,NA LB′′  NA KC′′  είναι παραλληλόγραµµα  και  άρα,  .NA BC′′ ⊥  

    Από  τα παραλληλόγραµµα  ANB Z′′   και ,ANC E′′  προκύπτει  ότι NB AC′′ ⊥  και .NC AB′′ ⊥  

    Προκύπτει  επίσης  ότι  ,B C ZE′′ ′′ =�  από ίσα τρίγωνα ,B NC′′ ′′△  ,ZAE△    ( γιατί έχουν ,NB AZ′′ =�  

NC AE′′ =�   και  B NC ZAE′′ ′′∠ = ∠  ). 

     Από ,NA CK′′ =�  NB AZ CF′′ = =� �   και A NB KCF′′ ′′∠ = ∠  ⇒  A B KF′′ ′′ =�  και άρα, το A KFB′′ ′′  
είναι ορθογώνιο  παραλληλόγραµµο  ( γιατί A K KF′′ ⊥   ) και εποµένως, ισχύει  NC KF⊥   (1)  και µε  

παρόµοιο  τρόπο  αποδεικνύεται ότι  NB A C′′ ′′⊥    (2)  
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●  Παρατηρούµε τώρα, ότι οι εκ των σηµείων ,A′′ ,B′′  ,C′′   κάθετες ευθείες επί των ,BC  ,AC  AB  

αντιστοίχως, τέµνονται στο ίδιο σηµείο, το N  και άρα έχουµε ( Λήµµα 1 ), ότι  και οι εκ των ,A  ,B  

,C   κάθετες ευθείες επί των ,B C′′ ′′  ,A C′′ ′′   A B′′ ′′   αντιστοίχως, είναι συντρέχουσες και µάλιστα στο 

σηµείο ,N  λόγω των  (1), (2).  

∆ηλαδή τα ,ABC△  A B C′′ ′′ ′′   είναι ορθολογικά τρίγωνα,  των  οποίων  τα  ορθοπολικά  σηµεία  

συµπίπτουν και σύµφωνα µε το Λήµµα 3,   τα  τρίγωνα  αυτά   είναι και προοπτικά και εποµένως, οι 

ευθείες ,AA′′ ,BB′′  CC′′   τέµνονται στο ίδιο σηµείο,  έστω το .P  

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     Αποδεικνύεται  στα επόµενα  ( Λήµµα 4 ),  ότι  το σηµείο ,A EK ZL′ ≡ ∩    κείται επί  της ευθείας 

AA′′  και οµοίως έχουµε,  ότι τα σηµεία B ZL DF′ ≡ ∩  και  ,C DF EK′ ≡ ∩  κείνται αντιστοίχως  επί 

 των  ευθειών  ,BB′′  .CC′′    

    Συµπεραίνεται έτσι, ότι οι ευθείες AA BB CC P′ ′ ′∩ ∩ ≡  και το ζητούµενο  έχει αποδειχθεί.  
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  ΛΗΜΜΑ 4 

  ∆ίνεται τρίγωνο ABC△  και έστω  ,ABDE  ,ACFZ  BCKL   τυχόντα  ορθογώνια  παραλλη-

λόγραµµα  προς το εξωτερικό µέρος αυτού. Εάν ,M  είναι το σηµείο τοµής των ,EK  ZL  και ,M ′  

είναι το σηµείο τοµής των δια των σηµείων ,K  ,L  καθέτων ευθειών επί των ,KF  LD  

αντιστοίχως, αποδείξτε ότι η ευθεία  MM ′  περνάει από το σηµείο .A  

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
      ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

 •   Από το ,Z  φέρνουµε την παράλληλη ευθεία προς την πλευρά BC  και έστω ,E′  το σηµείο τοµής 

της µε την ευθεία .AE  Έστω επίσης ,D′  σηµείο της ευθείας BD   ώστε να είναι .D E AB′ ′ �   

    Εάν ,N  είναι  το σηµείο τοµής των ,E K′  ,ZL   αποδεικνύεται παρακάτω ( Λήµµα 5 ), ότι κείται επί  

της ευθείας του ύψους εκ της κορυφής A  του .ABC△   

    Επίσης  εάν ,N ′  είναι  το σηµείο  τοµής των  δια  των  ,K  L   καθέτων  ευθειών,  επί  των ,KF  

LD′   αντιστοίχως, αποδεικνύεται ( Λήµµα 6 ) ότι  κείται  επί  της αυτής  ως άνω  ευθείας  του  ύψους 

εκ  της  κορυφής A  του .ABC△  

•  Ορίζουµε ως ,M ′  το σηµείο τοµής της ευθείας AM  από την δια του σηµείου L   κάθετη ευθεία επί 

την LD  και αρκεί να αποδείξουµε ότι το σηµείο αυτό, ανήκει στην ευθεία .KN KF′ ⊥  

     ∆ια του ,L  φέρνουµε την  ευθεία LX  κάθετη  επί την AL  και  παρατηρούµε ότι  οι δέσµες  

. ,L AN M K′ ′  . ,L XD DB′     έχουν  ίσες  τις  γωνίες  των  οµόλογων  ακτίνων  τους  και  άρα έχουν  ίσους 

 ∆ιπλούς  λόγους ( ALN XLD′ ′∠ = ∠  και N LM D LD′ ′ ′∠ = ∠  και M LK DLB′∠ = ∠  ) 

Ισχύει δηλαδή:  ( . ) ( . )L AN M K L XD DB′ ′ ′=     (1)  
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      Η  ευθεία BD  τέµνει τη δέσµη  .L XD DB′   και άρα, έχουµε  ( . ) ( , , , )L XD DB S D D B′ ′=      (2)   
 
      Έστω  το σηµείο  O ZL AK≡ ∩  και  έχουµε ( . ) ( , , , ) ( . )A LN M K L N M O K LNMO′ ′ = =      (3)  

      Αλλά  η  ευθεία  AE  τέµνει  τη  δέσµη  .K LNMO   και  άρα,  ( . ) ( , , , )K LNMO P E E A′=    (4)    

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

••••  Εύκολα αποδεικνύεται ότι τα σηµεία ,P KL AE≡ ∩  ,S LX BD≡ ∩   ανήκουν στον περίκυκλο ( )T  

του τριγώνου ABL△  ( από ,ABLP  ABLS  εγγράψιµα  τετράπλευρα )  και  από ,AP AB⊥  ,BS AB⊥  

προκύπτει  ότι τα σηµεία αυτά είναι  αντιδιαµετρικά των ,B A  αντιστοίχως και άρα έχουµε: 

PS BA DE D E′ ′� � �    ⇒    ( , , , ) ( , , , )S D D B P E E A′ ′=      (5)  
 
                        Από   (1), (2),  (3),  (4),  (5)     ⇒     ( . ) ( . )L AN M K A LNMO′ ′ =       (6)                                                    
 
     Από (6)  και επειδή οι δέσµες . ,L AN M K′ ′  .A LNMO   έχουν την AL  ως κοινή οµόλογη ακτίνα τους, 

συµπεραίνεται ότι τα σηµεία τοµής των  υπολοίπων  οµόλογων  ακτίνων  τους είναι συνευθειακά. 
 
     Τα σηµεία εποµένως N AN LN′ ′≡ ∩  και M AM LM′ ′≡ ∩  και ,K AO LK≡ ∩  ανήκουν στην ίδια 

ευθεία  και  το ισοδύναµο ζητούµενο για το Λήµµα 4 έχει  αποδειχθεί.   
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  ΛΗΜΜΑ 5 

  Με βάσεις τις πλευρές δοσµένου τριγώνου ABC△  και προς το εξωτερικό µέρος αυτού, 

κατασκευάζουµε τα τυχόντα ορθογώνια παραλληλογραµµα ,ABDE  ,ACFZ  ,BCKL  ώστε να 

ισχύει όµως, .EZ BC�  Αποδείξτε ότι το σηµείο ,N  τοµής των ,EK  ,ZL  κείται επί της ευθείας 

του ύψους εκ της κορυφής A  του .ABC△   

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

    Έστω τα σηµεία ,B AZ BL′ ≡ ∩  C AE CK′ ≡ ∩   και αποδεικνύεται εύκολα ότι BB CC′ ′=    (1)  

    Πράγµατι,   τα  τετράπλευρα  ,ABCC′  ACBB′  είναι  εγγράψιµα στον  περίκυκλο έστω ( )T    του 

τριγώνου ABC△  και  τα ,B′  C′ είναι  αντιδιαµετρικά  σηµεία  των ,C ,B  αντιστοίχως. 

Από (1)   ⇒   B C BC LK′ ′ � �    (2)  

    Εάν ,N  είναι  το σηµείο  τοµής των  ,EK  ,ZL  παρατηρούµε ότι τα τρίγωνα ,AB C′ ′△  ,NLK  είναι 

έτσι διατεταγµένα, ώστε οι ευθείες των πλευρών τους ανά δύο, να τέµνονται σε συνευθειακά σηµεία. 

    Πράγµατι, τα σηµεία E AC NK′≡ ∩  και Z AB NL′≡ ∩  και S B C LK∞ ′ ′≡ ∩ ανήκουν στην ίδια 

ευθεία, µε το S∞  θεωρούµενο ως το κατά εκδοχήν σηµείο τοµής των B C LK′ ′ �  σε απειρη απόσταση. 

    Σύµφωνα µε το Θεώρηµα Desarques τώρα, τα τρίγωνα ,AB C′ ′△  NLK△  είναι προοπτικά και άρα, 

προκύπτει AN B L C K P∞′ ′∩ ∩ ≡   ⇒    AN B L C K′ ′� �    (3)  

    Από (3)  ⇒   AN BC⊥  και εποµένως, το σηµείο N  κείται επί της ευθέιας του ύψους εκ της 

κορυφής A  του δοσµένου τριγώνου ABC△  και το ζητούµενο για το Λήµµα 5 έχει αποδειχθεί. 
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   ΛΗΜΜΑ 6 

  Με βάσεις τις πλευρές δοσµένου τριγώνου ABC△  και προς το εξωτερικό µέρος αυτού, 

κατασκευάζουµε τα τυχόντα ορθογώνια παραλληλογραµµα ,ABDE  ,ACFZ  ,BCKL  ώστε να 

ισχύει, .EZ BC�  Αποδείξτε ότι το σηµείο ,N  τοµής των δια των σηµείων ,K L  καθέτων ευθειών  

επί των  ,KF  LD  αντιστοίχως, κείται επί της ευθείας του ύψους εκ της κορυφής A  του .ABC△   

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

     Στο σχήµα  µε τα  δεδοµένα  του  προβλήµατος,  έστω το σηµείο  .S DE FZ≡ ∩  
 

     Παρατηρούµε  ότι  τα  τρίγωνα  ,SEZ△   ,ABC△  είναι όµοια και άρα έχουµε  
SE SZ

AB AC
=    (1)   

     Από (1)  και  ,AB ED=�   AC ZF=�  ⇒   
SE SZ

ED ZF
=   ⇒  EZ DF�    (2)  

     Όταν δηλαδή, τα ορθογώνια παραλληλόγραµµα  ,ABDE  ACFZ  είναι τέτοια ώστε να ισχύει  

,EZ BC�   ισχύει επίσης και .DF BC�  

     ∆ια του σηµείου N  της εκφώνησης,  φέρνουµε την κάθετη ευθεία επί  την ,KL  κάθετη προφανώς 

και επί την  ,BC  η οποία τις τέµνει στα σηµεία  έστω ,Q KL∈  ,P BC∈  αντιστοίχως και αρκεί να 

αποδειχθεί ότι η ευθεία  PNQ  περνάει από το σηµείο  .A  

•  ∆ια των σηµείων ,B  ,C   φέρνουµε αντιστοίχως παράλληλες προς τις ,LD  KF   και ας είναι  ,D′  

,F ′   τα σηµεία τοµής των µε την ευθεία  .DF    

    Έστω ,N ′  το σηµείο τοµής των δια των σηµείων ,B ,C   καθέτων  ευθειών  επί  των  ,BD′  CF ′  
αντιστοίχως και έχουµε ότι τα τρίγωνα ,N BC′△  NLK△  είναι ίσα γιατί έχουν N B NL′ �  και N C NK′ �  

και .BC LK=�  
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    Από  N B NL′ =�  και N C NK′ =�  τώρα, προκύπτει ότι τα ,N BLN′  N CKN′  είναι παραλληλόγραµµα 

και άρα, από BL N N CK′� �  ⇒  N N BC′ ⊥  και εποµένως το σηµείο N ′  κείται επί της ευθείας .PNQ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

•  Έστω τα σηµεία ,A N N AB′ ′≡ ∩  A N N AC′′ ′≡ ∩  και αρκεί να αποδειχθεί ότι .A A′ ′′≡  

Από D B DL′ �  ⇒   
B B B D

BL D D

′ ′ ′
=

′
   (3)   και  από  F C FK′ �   ⇒   

C C C F

CK F F

′ ′ ′
=

′
   (4)  

                    Από  (3),  (4)  ⇒   
B D C F

D D F F

′ ′ ′ ′
=

′ ′
   (5)   λόγω  B B C C′ ′=  και  .BL CK=  

Τα ορθογώνια τρίγωνα  ,PBA′△  B BD′△  είναι όµοια γιατί έχουν  PBA B BD′ ′∠ = ∠  και οι  ,BN ′  BD′  

είναι οµόλογες ευθείες τους, από PBN B BD′ ′ ′∠ = ∠  λόγω  ,BP BB′⊥   BN BD′ ′⊥  και εποµένως 

ισχύει  
B D PN

D D N A

′ ′ ′
=

′ ′ ′
   (6)   και οµοίως, αποδεικνύεται ότι  

C F PN

F F N A

′ ′ ′
=

′ ′ ′′
   (7)  από τα όµοια ορθογώνια 

τρίγωνα ,PCA′′△  ,C CF′△  τα οποία έχουν τις  ,CN ′  ,CF ′  ως οµόλογες ευθείες τους. 

Από  (5),  (6),  (7)   ⇒   
PN PN

N A N A

′ ′
=

′ ′ ′ ′′
  ⇒   N A N A′ ′ ′ ′′=   ⇒  A A′ ′′≡  ⇒  A A A′ ′′≡ ≡  

Συµπεραίνεται έτσι, ότι η ευθεία NN BC′ ⊥  περνάει από το σηµείο A  και το ισοδύναµο ζητούµενο 

για το  Λήµµα 6  έχει αποδειχθεί. 
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   ΟΡΘΟΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΑ ΤΡΙΓΩΝΟΥ – ΠΡΟΤΑΣΗ 2 

   Με βάσεις τις πλευρές δοσµένου τριγώνου ABC△  και προς το εξωτερικό µέρος αυτού, 

κατασκευάζουµε  τα τυχόντα ορθογώνια παραλληλόγραµµα  ,ABDE ,ACFZ BCKL  και έστω τα 

σηµεία ,A DE FZ′ ≡ ∩  ,B DE KL′ ≡ ∩  .C FZ KL′ ≡ ∩  Αποδείξτε ότι: 

   α)  Οι ευθείες ,AA′ ,BB′ ,CC′  τέµνονται στο ίδιο σηµείο, έστω το .M  

   β)  Οι εκ των σηµείων ,A′ ,B′ ,C′  κάθετες ευθείες επί των ,EZ ,DL KF  αντιστοίχως, τέµνονται 

        στο ίδιο σηµείο, έστω το .S  

   γ)  Οι µεσοκάθετες ευθείες των τµηµάτων ,EZ ,DL ,KF  τέµνονται στο ίδιο σηµείο, έστω το .P  

   δ)  Τα σηµεία ,M ,P ,S  είναι συνευθειακά. 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

•   Έστω το σηµείο M AA BB′ ′≡ ∩  και αρκεί ως ισοδύναµο ζητούµενο, να αποδειχθεί ότι τα σηµεία 

,M ,C ,C′  είναι συνευθειακά. 

    Τα τρίγωνα ,ABC△ ,A B C′ ′ ′△  έχουν τις πλευρές τους παράλληλες µία προς µία και άρα, είναι όµοια. 

    Προκύπτει εποµένως,  
AB AC BC

A B A C B C
= =

′ ′ ′ ′ ′ ′
   (1)  και  

AB MA

A B MA
=

′ ′ ′
   (2)   λόγω  .AB A B′ ′�  

    Από (1), (2)  ⇒  
MA AC

MA A C
=
′ ′ ′

   (3)  και άρα, σύµφωνα µε το Θεώρηµα Θαλή, συµπεραίνεται ότι τα 

σηµεία ,M ,C ,C′  είναι συνευθειακά  και το ισοδύναµο για το (α) ζητούµενο έχει αποδειχθεί. 

•  Έχει αποδειχθεί στα προηγούµενα ( ΠΡΟΤΑΣΗ 1 – 2η Απόδειξη ), ότι οι εκ των σηµείων ,A ,B ,C  

κάθετες ευθείες επί των ,EZ ,DL KF  αντιστοίχως, τέµνονται στο ίδιο σηµείο, έστω το .N  

    Έστω ,S  το σηµείο τοµής της ευθείας ,MN  από την δια του A′  κα΄θετη ευθεία επί την .EZ  

    Από A S AN′ �  ⇒  
MN MA

MS MA
=

′
   (4)  και  

MA MB MC

MA MB MC
= =
′ ′ ′

  λόγω  ,M AA BB CC′ ′ ′≡ ∩ ∩  

προκύπτουν  ,B S BN′ �  ,C S CN′ �  οπότε ,B S DL′ ⊥  C S KF′ ⊥  και το (β) ζητούµενο έχει αποδειχθεί. 
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•  Το τετράπλευρο EAZA′  είναι εγγράψιµο γιατί έχει 90AEA AZA′ ′∠ = ° = ∠  και εποµένως, η 

µεσοκάθετη ευθεία του τµήµατος ,EZ  περνάει από το σηµείο ,T  κέντρο του περιγεγραµµένου 

κύκλου  περί  το ,EAZA′  το οποίο ταυτίζεται µε  το µέσον  του ,AA′  κοινής  υποτείνουσας των  ορθο- 

γωνίων τριγώνων, ,EAA′△  .ZAA′△  

    Αποδεικνύεται  δηλαδή, ότι  η µεσοκάθετη  ευθεία του ,EZ  είναι  µεσοπαράλληλη  των AN A S′�  

και εποµένως, τέµνει την  ευθεία ,MNS στο σταθερό σηµείο αυτής ,P  µέσον του τµήµατος .NS  

   Αποδεικνύεται οµοίως, ότι  και οι µεσοκάθετες ευθείες των ,DL ,KF  περνάνε από το ως άνω 

σταθερό σηµείο P  και τα (γ), (δ) ζητούµενα έχουν αποδειχθεί.  

 

    ΣΗΜΕΙΩΣΗ 

    Εάν  ,A′′  είναι το σηµείο τοµής των δια των σηµείων ,K ,L  καθέτων ευθειών επί των ,KF LD  

αντιστοίχως και οµοίως οριστούν τα σηµεία ,B′′ ,C′′  µε βάση τα όσα έχουν αποδειχθεί στα 

προηγούµενα ( ΠΡΟΤΑΣΗ 1 – 2 η Απόδειξη ), συµπεραίνεται ότι οι µεσοκάθετες ευθείες  των 

,EZ ,DL ,KF  είναι και µεσοκάθετες των πλευρών του τριγώνου  A B C′′ ′′ ′′△  και άρα, το ως άνω σηµείο 

P  ταυτίζεται µε το περίκεντρο αυτού του τριγώνου. 

    Έστω τα σηµεία 1 ,A DL KF≡ ∩  1 ,B EZ KF≡ ∩  1C LD EZ≡ ∩  και παρατηρούµε ότι τα σηµεία ,N  

,S  είναι τα Ορθοπολικά σηµεία των τριγώνων ,ABC△ A B C′ ′ ′△  αντιστοίχως, ως προς το τρίγωνο 

1 1 1A B C  και όπως έχει  ήδη αποδειχθεί µε τα παραπάνω, η ευθεία  που τα συνδέει  περνάει  από το περί- 

κεντρο του τριγώνου .A B C′′ ′′ ′′△  

    Με παρόµοιο τρόπο, αποδεικνύεται ότι η ευθεία που συνδέει τα Ορθοπολικά σηµεία των τριγώνων 

,A B C′′ ′′ ′′△  1 1 1A B C△  ως προς το τρίγωνο ,A B C′ ′ ′△  περνάει από το περίκεντρο του τριγώνου .ABC△  
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 ΟΡΘΟΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΑ ΤΡΙΓΩΝΟΥ – ΠΡΟΤΑΣΗ 3 

  Με βάσεις τις πλευρές δοσµένου τριγώνου ABC△  και προς το εξωτερικό µέρος αυτού, 

κατασκευάζουµε  τα όµοια ορθογώνια παραλληλόγραµµα  ,ABDE ,ACFZ BCKL  και έστω τα 

σηµεία ,A EK ZL′ ≡ ∩  ,B ZL DF′ ≡ ∩  .C DF EK′ ≡ ∩  Αποδείξτε ότι το σηµείο έστω ,M  στο 

οποίο συντρέχουν οι ευθείες ,AA′ ,BB′ ,CC′  σύµφωνα µε την ΠΡΟΤΑΣΗ 1, ταυτίζεται µε το 

βαρύκεντρο του τριγώνου .A B C′ ′ ′△  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

    Έστω τα σηµεία ,A B C AA′′ ′ ′ ′≡ ∩  ,B A C BB′′ ′ ′ ′≡ ∩  C A B CC′′ ′ ′ ′≡ ∩  και αρκεί να αποδειχθεί ότι τα  

σηµεία αυτά ταυτίζονται µε τα µέσα των πλευρών του τριγώνου .A B C′ ′ ′△  

   ∆ια  της  κορυφής A  του  δοσµένου  τριγώνου ,ABC△  φέρνουµε  την  παράλληλη  ευθεία  ( )ε  προς  

την DF  και έστω ,N ,N ′  τα σηµεία τοµής της από τις ευθείες ,EK ,ZL  αντιστοίχως. 

   Αποδεικνύεται παρακάτω ( Λήµµα 7 ), ότι εάν θεωρηθούν σταθερά τα παραλληλόγραµµα ,ABDE  

ACFZ  και  το τµήµα KL BC�  ολισθαίνει  επί των ηµιευθειών ,Bb  ,Cc  καθέτων  επί  την ,BC  τα ως 

άνω σηµεία ( ) ,N EKε≡ ∩  ( ) ,N ZLε′ ≡ ∩  είναι πάντοτε συµµετρικά , ως προς το σηµείο .A  

   Από AN AN ′=  και NN B C′ ′ ′�  ⇒  A B A C′′ ′ ′′ ′=  και άρα, το A′′  ταυτίζεται µε το µέσον του .B C′ ′  

   Οµοίως, αποδεικνύεται ότι και τα σηµεία ,B′′  ,C′′  ταυτίζονται µε τα µέσα των ,A C′ ′  A B′ ′  αντι-

στοίχως  και  εποµένως το σηµείο M AA BB CC′ ′ ′≡ ∩ ∩  ταυτίζεται µε  το  βαρύκεντρο του  τριγώνου 

A B C′ ′ ′△  και το ζητούµενο έχει αποδειχθεί. 
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  ΛΗΜΜΑ 7 

  Επί των πλευρών ,AB  ,AC  δοσµένου τριγώνου ABC△  και προς το εξωτερικό µέρος αυτού, 

κατασκευάζουµε τα όµοια ορθογώνια παραλληλόγραµµα ,ABDE ,ACFZ  αντιστοίχως. ∆ια των 

σηµείων ,B ,C  φέρνουµε τις ηµιευθείες ,Bb ,Cc  κάθετες επί την BC  και ορίζουµε επί αυτών τα 

µεταβλητά σηµεία  ,L K  αντιστοίχως, ώστε να είναι .LK BC�  Τέλος, δια της κορυφής ,A  

φέρνουµε την ευθεία ( )ε  παράλληλη προς την ,DF  η οποία τέµνει τις ευθείες ,EK ZL  στα 

σηµεία ,N ,N ′  αντιστοίχως. Αποδείξτε ότι .AN AN ′=  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

    Θεωρούµε τους κύκλους ( ),X ( ),Y  τους περιγεγραµµένους  περί τα ,ABDE  ACFZ   αντιστοίχως  

και  έστω ,A′  το   δεύτερο κοινό σηµείο τοµής των.  

    Εστω τα σηµεία ( ) ,M EAε ′≡ ∩  ( )M ZAε′ ′≡ ∩  και  ,B Bb ZA′ ′≡ ∩  .C Cc EA′ ′≡ ∩    
 
     ∆ια των σηµείων ,E ,Z  φέρνουµε τις κάθετες ευθείες επί την  ευθεία BC  και  έστω ,P ,P′   τα  ση- 

µεία  στα οποία  τέµνουν  αντιστοίχως  την ευθεία ( ).ε  
 

•  Αποδεικνύεται παρακάτω ( Λήµµα 8 ),  ότι  BB CC′ ′=   (1)  και  ότι  τα σηµεία ,M  ,M ′  είναι  συµ-

µετρικά  ως προς  το σηµείο A   και  άρα  έχουµε   AM AM ′=    (2)  
 

     Αποδεικνύεται επίσης   ( Λήµµα  9 )   ότι   και  τα  σηµεία  ,Ρ  ,′Ρ   είναι   συµµετρικά  ως  προς  το 

σηµείο A  και εποµένως, ισχύει  AP AP′=    (3)        
 

     Έστω ,K ′ ,L′  τα σηµεία τοµής των  προεκτάσεων των ,Cc Bb  αντιστοίχως, προς  το  µερος  του .A    

    Είδαµε  στα προηγούµενα  ( Λήµµα  5 ),  ότι  ισχύει  BL CK′ ′=    (4)  
 

     Επίσης,  εκ  κατασκευής  έχουµε  KL BC=�    και  άρα  έχουµε  BL CK=    (5)          
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••••  Παρατηρούµε ότι η δέσµη . ,E AMNP  τέµνεται από την ευθεία ( )ε  στα σηµεία ,A ,M ,N P  και από 

την ευθεία ,Cc EP�  στα  σηµεία ,K ′ ,C′ K  και  οµοίως, η  δέσµη  . ,Z AM N P′ ′ ′  τέµνεται  από την ( )ε  

στα σηµεία ,A ,M ′ ,N ′ ,P′   και από την ,Bb ZP′�  στα σηµεία ,L′ ,B′ .L    

    Σύµφωνα µε το παρακάτω Λήµµα 10,  προκύπτουν οι ισότητες των ∆ιπλών και  Απλών λόγων: 

( , , , ) ( , , )A M N P K C K′ ′=      (6)  και  ( , , , ) ( , , )A M N P L B L′ ′ ′ ′ ′=      (7)  

 
    Αλλά   από  (1), (4), (5)  ⇒  ( , , ) ( , , )K C K L B L′ ′ ′ ′=   (8)  οπότε   ( , , , ) ( , , , )A M N P A M N P′ ′ ′=    (9)  

 
    Τέλος,   από  (2), (3), (9)   ⇒   AN AN ′=   και το ζητούµενο   έχει  αποδειχθεί. 
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   ΛΗΜΜΑ 8 

Επί των πλευρών ,AB ,AC  δοσµένου τριγώνου ABC△  και προς το εξωτερικό µέρος αυτού, 

κατασκευάζουµε τα όµοια ορθογώνια τρίγωνα ,ABD△ ,ACE△  µε 90BAD CAE∠ = ° = ∠  και  

ABD ACE∠ = ∠  και έστω  ,A′  το δεύτερο κοινό σηµείο τοµής των περικύκλων τους ( ),X ( ).Y  

∆ια του σηµείου A  φέρνουµε την ευθεία ( ),ε  παράλληλη προς την ευθεία που συνδέει τα µέσα 

των ,BD CE  και δια των σηµείων ,B ,C  τις ηµιευθείες ,Bb ,Cc  κάθετες επί την .BC  Οι ευθείες 

,DA′ ,EA′  τέµνουν αντιστοίχως την ευθεία ( )ε  στα σηµεία έστω ,M M ′  και τις ηµιευθείες 
,Cc ,Bb  στα σηµεία ,C′ .B′  Αποδείξτε ότι AM AM ′=  και .BB CC′ ′=  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
     ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

••••  Από τα εγγράψιµα τετράπλευρα ,AA BD′ ,AA CE′  έχουµε AA D ABD ACE AA E′ ′∠ = ∠ = ∠ = ∠     (1)  

και άρα, η AA′  είναι διχοτόµος στο τρίγωνο A MM′△  και επειδή ισχύει ,A A MM′ ′⊥  λόγω MM XY′ �   

και ,AA XY′ ⊥  προκύπτει ότι το τρίγωνο αυτό είναι ισοσκελές , και εποµένως ισχύει .AM AM ′=   

•  Τα  σηµεία ,B ,D  είναι  αντιδιαµετρικά  στον  κύκλο ( )X   και  άρα 90BA D BAD′∠ = ∠ = °    (2)   

    Από (2)  και 90BCC′∠ = °  προκύπτει ότι τοτετράπλευρο BA CC′ ′  είναι εγγράψιµο και εποµένως,  

το σηµείο C′  ανήκει στο περίκυκλο έστω ( ),S  του τριγώνου .A BC′   

    Οµοίως  αποδεικνύεται  ότι  και  το  σηµείο B Bb EA′ ′≡ ∩   ανήκει   επίσης  στον  κύκλο ( )S  και  

από ,BB BC′ ⊥   ,CC BC′ ⊥  έχουµε ότι το BCC B′ ′     είναι  ορθογώνιο   παραλληλόγραµµο. 

Συµπεράνεται έτσι, ότι BB CC′ ′= και  το Λήµµα 8  έχει  αποδειχθεί.  

 

    ΣΗΜΕΙΩΣΗ 

    Εάν ,D′ ,E′  είναι αντιστοίχως  τα αντιδιαµετρικά του A  στους κύκλους ( ),X ( ),Y  αποδεικνύεται 

 εύκολα ότι τα σηµεία ,D′ ,A′ E′ είναι συνευθειακά και ισχύει ( ).D E XY ε′ ′ � �    

  



 23 

  ΛΗΜΜΑ 9 

Επί των πλευρών ,AB ,AC  δοσµένου τριγώνου ABC△  και προς το εξωτερικό µέρος αυτού, 

κατασκευάζουµε τα όµοια ορθογώνια τρίγωνα ,ABD△ ,ACE△  µε 90BAD CAE∠ = ° = ∠  και  

ABD ACE∠ = ∠  και έστω ,D′ ,E′  οι προβολές των σηµείων ,D E  επί την ευθεία ,BC  

αντιστοίχως. ∆ια του σηµείου A  φέρνουµε την ευθεία ( ),ε  παράλληλη προς την ευθεία που 

συνδέει τα µέσα των ,BD CE  και έστω ,P ,P′  τα σηµεία στα οποία τέµνει τις ευθείες ,DD′ ,EE′  

αντιστοίχως. Αποδείξτε ότι .AP AP′=  
 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
 
•   Θεωρούµε τους κύκλους ( ),X ( ),Y  περίκυκλους  των τριγώνων ,ABD△ ,ACE△    αντιστοίχως.  
 
     Στον  κύκλο ( ),X  τα σηµεία ,B ,D   είναι αντιδιαµετρικά  και  από ,DD BC′ ⊥  προκύπτει ότι το 

σηµείο D′  ανήκει στον ( )X  και άρα έχουµε AD B ADB′∠ = ∠     (1)           
 
     Οµοίως αποδεικνύεται  ότι το E′  ανήκει στον κύκλο ( )Y  και άρα AE C AEC′∠ = ∠     (2)  
 

     Από (1), (2)  και ADB AEC∠ =∠  ⇒  AD B AE C′ ′∠ = ∠  και εποµένως, το τρίγωνο AD E′ ′△  είναι 

ισοσκελές  και άρα, το σηµείο ,A′  προβολή του A  επί την ,BC  ταυτίζεται µε το  µέσον  του .D E′ ′   
 
     Αποδεικνύεται έτσι, ότι στο ορθογώνιο τραπέζιο ,PD E P′ ′ ′  η ευθεία AA′   είναι µεσοπαράλληλη 

των βάσεών του ,PD′ P E′ ′   και  άρα, το  σηµείο A  ταυτίζεται µε το µέσον  του τµήµατος PP′  και το 

Λήµµα 9  έχει  αποδειχθεί. 
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 ΛΗΜΜΑ 10 

Ευθεία ( )ε  τέµνει τις ακτίνες ,Pa ,Pb ,Pc Pd  δοσµένης δέσµης . ,P abcd  στα σηµεία ,A ,B ,C ,D  

αντιστοίχως.  ∆ια του σηµείου A  φέρνουµε την ευθεία ( ),ζ  παράλληλη προς την ακτίνα Pd  και 

έστω τα σηµεία ( )B Pb ζ′ ≡ ∩  και ( ).C Pc ζ′ ≡ ∩  Αποδείξτε ότι ( , , , ) ( , , ).A B C D A B C′ ′=  

 
 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

      

    ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

    Ως  γνωστό  ισχύει  ( , , , )
CA DA

A B C D
CB DB

= ÷      (1)         

    Από  ( ) Pdζ �   ⇒   ACC PCD′ ≈△ △   ⇒    
CA C A

CD DP

′
=    ⇒    

C A
CA CD

DP

′
= ⋅    (2)   και οµοίως:    

CB EB EB
CB CD

CD DP DP
= ⇒ = ⋅   (3)   

DA DP DP
DA BA

BA BZ BZ
= ⇒ = ⋅   (4)  

DB DP DP
DB BA

BA B A B A
= ⇒ = ⋅

′ ′
  (5)  

Από (1), (2), (3), (4), (5)  ⇒         ( , , , )
C A B A C A BZ

A B C D
EB BZ B A EB

′ ′ ′
= ÷ = ⋅

′
     (6)  

Από (6)  και 
BZ B A

EB C B

′
=

′ ′
 ⇒  ( , , , ) ( , , )

C A
A B C D A B C

C B

′
′ ′= =

′ ′
   (7)  και το Λήµµα 10 έχει αποδειχθεί. 

 

     ΣΗΜΕΙΩΣΗ 
 
     Εάν  ,A′′ ,B′′  ,C′′   είναι τα σηµεία τοµής των ,Pa ,Pb  Pc  αντιστοίχως, από τυχούσα ευθεία  ( )η  

παράλληλη  προς την ,Pd  ισχύει προφανώς ( , , ) ( , , )A B C A B C′′ ′′ ′′ ′ ′=   και  άρα, για  οποιαδήποτε  θέση 

της  ( ) Pdη �  αποδεικνύεται  ότι  ( , , , ) ( , , ).A B C D A B C′′ ′′ ′′=   
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   ΟΡΘΟΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΑ ΤΡΙΓΩΝΟΥ – ΠΡΟΤΑΣΗ 4 ( Omid Hatami – ΙΡΑΝ ) 

∆ίνεται τρίγωνο .ABC△  Τετράγωνα ,
c a

AB B C
b c

CA A B  και 
a b

BC C A  κατασκευάζονται προς το 

εξωτερικό µέρος του .ABC△  Τετράγωνο 
c c a a

B B B B′ ′  µε κέντρο το σηµείο ,P  κατασκευάζεται προς 

το εξωτερικό µέρος του .
c a

AB B C  Αποδείξτε ότι οι ευθείες ,BP
a a

C B  και 
c c

A B  τέµνονται στο ίδιο 

σηµείο. 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   Η πρόταση αυτή µε την ως άνω εκφώνηση, πρωτοδηµοσιεύτηκε  στο φόρουµ AoPS, τον Αύγουστο 

του 2007 και  όπως  αναφέρεται, ήταν πρόβληµα της Εθνικής Μαθηµατικής Ολυµπιάδας ( 3ος Γύρος ) 

του ΙΡΑΝ, το ίδιο έτος. 

https://artofproblemsolving.com/community/c6h164548_concurrent_lines 

   Η απόδειξη που ακολουθεί στα επόµενα, αφορά στην επέκταση της πρότασης µε όµοια ορθογώνια 

παραλληλόγραµµα αντί τετραγώνων στο σχήµα, και δηµοσιεύτηκε τότε στο ίδιο φόρουµ. 

 

Όµως, η γενίκευση εµφανίστηκε αργότερα ( Αύγουστος του 2017 ), επίσης στο φόρουµ AoPS, 

δηµοσιευµένη από τον  ( ψευδώνυµο ) dungnguentien, από το Βιετνάµ. (;) 

https://artofproblemsolving.com/community/c6h1505582_concurrency_with_similar_rectangles 

 

Στην ιστοσελίδα του Jean-Louis Ayme, υπάρχει εκτεταµένο άρθρο που αφορά σε προβλήµτα σχετικά 

µε το βασικό σχήµα  και τις επεκτάσεις του, στην Γεωµετρία Vecten. 

 

http://jl.ayme.pagesperso-orange.fr/Docs/La%20figure%20de%20Vecten.pdf  
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   ΟΡΘΟΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΑ ΤΡΙΓΩΝΟΥ – ΠΡΟΤΑΣΗ 4 - ΕΠΕΚΤΑΣΗ 

Με  βάσεις τις πλευρές  δοσµένου τριγώνου ABC△  και  προς το εξωτερικό  µέρος αυτού, κατα-

σκευάζουµε  τα  όµοια ορθογώνια  παραλληλόγραµµα  ,ABDE  ,ACFZ  BCKL   και  ας  είναι  

' ',FZZ F  το όµοιο µε τα προηγούµενα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο  επί της .FZ  Αποδείξτε ότι 

οι ευθείες ,DF ,ZL BP  τέµνονται στο ίδιο σηµείο, όπου .P FZ ZF′ ′≡ ∩   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     

    ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Έστω ,Q  το σηµείο τοµής των δια των σηµείων ,F ,Z  καθέτων ευθειών επί των ,KF EZ  

αντιστοίχως και έχει αποδειχθεί στα προηγούµενα  ( ΠΡΟΤΑΣΗ 1 – 2η ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ – Λήµµα 4 ), ότι το 

σηµείο έστω ,R DF ZL≡ ∩  ανήκει στην ευθεία .BQ  

Σύµφωνα µε το παρακάτω Λήµµα 11, αποδεικνύεται ότι τα σηµεία ,B ,Q ,P  είναι συνευθειακά. 

Συµπεραίνεται  έτσι, ότι οι ευθείες ,BRQ BQP  ταυτίζονται γιατί έχουν δύο  κοινά σηµεία  και το 

ζητούµενο έχει αποδειχθεί.   
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  ΛΗΜΜΑ 11 

Με  βάσεις τις πλευρές  δοσµένου τριγώνου ABC△  και  προς το εξωτερικό  µέρος αυτού, κατα-

σκευάζουµε  τα  όµοια ορθογώνια  παραλληλόγραµµα  ,ABDE  ,ACFZ  BCKL   και  ας είναι ,P  

το συµµετρικό σηµείο του N  ως προς την ευθεία  ,FZ  όπου  .N AF CZ≡ ∩  ∆ια των σηµείων 

,F ,Z  φέρνουµε τις κάθετες ευθείες επί των ,KF EZ  αντιστοίχως και έστω ,Q  το σηµείο τοµής 

τους.  Αποδείξτε ότι τα σηµεία ,B ,Q ,P  είναι συνευθειακά. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

    Έστω ,A′ ,B′ ,C′  οι προβολές των σηµείων ,A ,B C  επί της ευθείας ,EZ  αντιστοίχως. 

    Από τα εγγράψιµα τετράπλευρα ,ABEB′ ,ACZC′ έχουµε AB C ABE ACZ AC B′ ′ ′ ′∠ = ∠ = ∠ = ∠    (1)  

    Από (1)  προκύπτει ότι το τρίγωνο AB C′ ′△  είναι ισοσκελές και εποµένως το σηµείο A′  τταυτίζεται  

µε το µέσον του .B C′ ′  

    Η ευθεία AA B C EZ′ ′ ′⊥ ≡  τώρα, ως η µεσοπαράλληλη των βάσεων στο ορθογώνιο τραπέζιο 

,BB C C′ ′  περνάει από το µέσον της πλευράς BC  και άρα, ταυτίζεται µε την A -διάµεσο του .ABC△  

    Οµοίως, η δια του σηµείου C  κάθετη ευθεία επί την ,KF  ταυτίζεται µε την C -διάµεσό του. 

•  Έστω ,M  το µέσον της πλευράς AC  και έχουµε ότι τα σηµεία ,M ,N ,P  είναι συνευθειακά και 

προφανώς ισχύει 
2

3

MP
AZ =     (2)  

    Τα τρίγωνα ,AGC△ ,ZQF△  µε G  το βαρύκεντρο του ,ABC△  είναι ίσα γιατί έχουν AG ZQ�  και  

GC QF�  και .AC ZF=�  

    Από την ισότητα των ως άνω τριγώνων και τις παράλληλες πλευρές τους, προκύπτει AG ZQ=�  και  

εποµένως, το AGQZ  είναι παραλληλόγραµµο και άρα, ισχύει GQ AZ=    (3)  
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    Από (2), (3)  ⇒  
2

3

MP
GQ =    (4)  

    Από (4)  και 
2

3

BM
BG =   και ,GQ AZ MP� �  σύµφωνα µε το Θεώρηµα Θαλή, συµπεραίνεται ότι  

τα σηµεία ,B ,N ,P  είναι συνευθειακά και το Λήµµα 11 έχει αποδειχθεί. 

 

•  Ακολουθεί στα επόµενα η απόδειξη που υπάρχει στον παραπάνω σύνδεσµο του AoPS, για το αρχικό 

πρόβληµα µε τα τετράγωνα επί των  πλευρών του  δοσµένου τριγώνου ,ABC△  δηµοσιευµένη  από τον  

( µαθητή Λυκείου τότε ) Son Hong Ta από το Βιετνάµ, που υπογράφει µε το ψευδώνυµο  April. 

 

    ΟΡΘΟΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΑ ΤΡΙΓΩΝΟΥ – ΠΡΟΤΑΣΗ 4 ( Omid Hatami – ΙΡΑΝ ) 

∆ίνεται τρίγωνο .ABC△  Τετράγωνα ,
c a

AB B C
b c

CA A B  και 
a b

BC C A  κατασκευάζονται προς το 

εξωτερικό µέρος του .ABC△  Τετράγωνο 
c c a a

B B B B′ ′  µε κέντρο το σηµείο ,P  κατασκευάζεται προς 

το εξωτερικό µέρος του .
c a

AB B C  Αποδείξτε ότι οι ευθείες ,BP
a a

C B  και 
c c

A B  τέµνονται στο ίδιο 

σηµείο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

    ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ( Son Hong Ta – Βιετνάµ ) 

    Έστω τα σηµεία 
a a c

M C B BB≡ ∩  και  
c c a

N A B BB≡ ∩ . 

    Τα τρίγωνα 
c

ABB△ , 
a a

AC B△  είναι όµοια γιατί έχουν 
c a a

BAB C AB∠ = ∠  και a

c a

ACAB

AB AB
=  
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Από την οµοιότητα των ως άνω τριγώνων, προκύπτει 
c a

AB M AB M∠ =∠  και εποµένως, το 

τετράπλευρο 
a c

AMB B  είναι εγγράψιµο και άρα, το σηµείο M  ανήκει  στον περίκυκλο  έστω ( )O  του 

τριγώνου 
a c

AB B△  ο οποίος ταυτίζεται µε τον περίκυκλο του τετραγώνου 
a c

ACB B  (προφανές ). 

Οµοίως, αποδεικνύεται ότι και το σηµείο N ανήκει επίσης στον κύκλο ( )O και έστω το σηµείο 

.
a c

K B B MN≡ ∩  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    Από τις εφαπτόµενες 
a

PB , 
c

PB  του κύκλου ( ),O  έχουµε ότι η ευθεία 
a c

B B  ταυτίζεται µε την 

Πολική ευθεία του σηµείου P  ως προς τον ( )O  και επειδή περνάει από το σηµείο ,K  προκύπτει ότι η  

Πολική ευθεία του σηµείου K  ως προς τον ( ),O  περνάει από το σηµείο .P  

    Αλλά, από το εγγράψιµο τετράπλευρο 
a c

MNB B  έχουµε ότι η ευθεία που συνδέει το σηµείο 

c a
B MB NB≡ ∩  µε το σηµείο 

a c a a c c
S MB NB C B A B≡ ∩ ≡ ∩  ταυτίζεται µε την Πολική ευθεία του K  

ως προς τον ( )O  και συµπεραίνεται έτσι ότι τα σηµεία ,B ,S ,P  είναι συνευθειακά και το ισοδύναµο 

ζητούµενο έχει αποδειχθεί. 

 

•  Ακολουθεί στα επόµενα σε διασκευή, η µία από τις δύο αποδείξεις που υπάρχουν στον παραπάνω 

δεύτερο σύνδεσµο του AoPS, για την επέκταση µε όµοια ορθογώνια παραλληλόγραµµα επί των  

πλευρών του  δοσµένου τριγώνου ,ABC△  δηµοσιευµένες από έναν δυνατό γεωµέτρη από το Βιετνάµ 

που υπογράφει µε το ψευδώνυµο  TelvCohl. 
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   ΟΡΘΟΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΑ ΤΡΙΓΩΝΟΥ – ΠΡΟΤΑΣΗ 4 - ΕΠΕΚΤΑΣΗ 

Με  βάσεις τις πλευρές  δοσµένου τριγώνου ABC△  και  προς το εξωτερικό  µέρος αυτού, κατα-

σκευάζουµε  τα  όµοια ορθογώνια  παραλληλόγραµµα  ,ABDE  ,ACFZ  BCKL   και  ας είναι 

,PLK△   το ισοσκελές τρίγωνο επί της πλευράς ,KL  όµοιο µε το ,NBC△  όπου .N BK CL≡ ∩  Απο-

δείξτε ότι οι ευθείες ,EK ,ZL AP  τέµνονται στο ίδιο σηµείο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ( TelvCohl – Βιετνάµ ) 

Έστω το  σηµείο Q EK ZL≡ ∩  και  αρκεί  ως  ισοδύναµο  ζητούµενο  να  αποδειχθεί  ότι  τα  σηµεία  

,A ,Q ,P  είναι συνεθειακά. 

    Έστω ,X  η προβολή του σηµείου B  επί της EK  και από τα εγγράψιµα τετράπλευρα 

,AEBX ,BLKX  έχουµε ότι το X  ανήκει στον περίκυκλο έστω ( )M  του ,ABDE  αλλά  και στον περί- 

κυκλο  έστω ( )N του BCKL  και έστω το σηµείο .S LP AX≡ ∩  

    Από KXS AXE ABE CBK KLS∠ = ∠ = ∠ = ∠ = ∠    ⇒   KXS KLS∠ =∠    (1)  

Από (1)  προκύπτει ότι το τετράπλευρο KXLS  είναι εγγράψιµο και άρα, το σηµείο S  ανήκει επίσης 

στον  κύκλο ( )N  και  οµοίως  αποδεικνύεται  ότι και το  σηµείο έστω ,T KP AY≡ ∩  όπου  Y  είναι  η 

προβολή του  σηµείου C  επί  της ευθείας ,ZL  ανήκει επίσης στον κύκλο ( ).N  

    Θεωρούµε τώρα, το εγγεγραµµένο στον κύκλο ( )N  µη κυρτό εξάγωνο KXSLYT  και σύµφωνα µε 

το Θεώρηµα Pascal, συµπεραίνεται ότι τα σηµεία Q KX LY≡ ∩  και A XS YT≡ ∩  και ,P SL TK≡ ∩  

ανήκουν στην ίδια ευθεία και το ισοδύναµο ζητούµενο έχει αποδειχθεί. 


